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Nicolai Lang

16. Februar 2026

Voraussetzungen
> Zielgruppe: Physik + Mathematik auf Oberstufen-Niveau

- Bendtigte Konzepte:
 Vektoren (Lineare Algebra)
« Wahrscheinlichkeiten

« 'Trigonometrie

Erinnerung: Linearkombinationen

> Beispielvektoren in R?:

- Linearkombination (skalieren + addieren), o, B € R:

5=a-5+ﬁ-5=(aal+ﬁbl) )

adr + B b,
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1 Von Vektoren zu Qubits

> & Qubit: elementarer Triger von Quanteninformation (vgl.: Bit im klassischen Computer)

> Hardware eines Quantencomputers: % Quantenspeicher + & Quantenprozessor

Beispielplattform: % Quantencomputer mit neutralen Atomen
(ein Atom pro Qubit, laserbasierte Kontrolle)

> Sicht des Programmierers: abstraktes Zweizustandssystem (Hardwaredetails ignorieren!)
— #% Quanteninformationstheorie

> “Qubits konnen in zwei Zustinden gleichzeitig sein.” — Zustinde = Vektoren?

Klassische Bit-Basis: zwei orthogonale Vektoren €y, €;:
AY

0 < & = ((1)) und 1o d = (é) 3) I

« Basisvektoren sind nur Labels fiir zwei Zustinde

|
i

« Motivation: Vektoren erlauben Superpositionen durch Line-
arkombinationen

> Superposition (Linearkombination):

a=a-zo+ﬂ-a:<ﬁ) (4) ofn

o

+ % Amplituden: o, § € R (koénnen negativ sein!) R

.
<Y

% Basiszustinde:
(a,B) =(1,0) = v = ¢
(@,.Bp)=0,1)=>v=0c¢

1

- Hypothese: Zustand eines Qubits wird durch 2D Vektor v beschrieben (?)

> Fast korrekt! — Nebenbedingung: + Normierung:

3= Va2 +p2 =1 ©)

Motivation: Wahrscheinlichkeitsinterpretation bei der > Messung (spiter)
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Achtung: Abstrakte Vektoren

> v € R? ist Zustandsvektor, kein Ortsvektor!

Implementierung von Qubits mit neutralen Atomen
> Physikalisches Qubit: Brauchen zwei interne Quanten-Zusténde ¢y, €;

> Beispiel: einzelne % Strontium-Atome, mit Lasern in Fallen gehalten (“optische Pinzetten”)

— Abbildung mit Mikroskop (Fluoreszenzbild):

~10 pm

—

=] [s] [S] [«] [ak [¢] [, =] [v] [

Width of a hair

« Weifde Kidstchen: bekannte Fallenpositionen (Atome konnen dunkel sein - spdter)

« Jeder helle Fleck: ein Atom

Achtung: Abbildung von Atomen

 Atomdurchmesser ~ 0.1 nm vs. Abbildungswellenlinge ~ 500 nm

« Optische Bilder konnen keine “Atomform” auflésen

> Basiswahl: zwei elektronische Orbitale A und B des Atoms (“Elektronen-Orbits”):

A Orbital B

=
-

=4

€y —— Qubitstate €1

 Kodierung: 4 <> éyund B < ¢;

« Superposition: Linearkombinationen von &, €;

- Warum einzelne Atome?
» Unerwiinschte » Messungen durch die Umgebung verringern (Dekohirenz)

« Vakuum + mikroskopische Systeme: leichter zu isolieren als makroskopische Objekte
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2 Messungen

> Besonderheit der Quantenmechanik: Messungen

> Ergebnisse: diskrete Basiszustinde ey oder ¢; (kein “dazwischen”)
(Qubits sind keine kleine “Kompassnadeln”!)

> % Born-Regel: Wahrscheinlichkeiten aus Amplituden-Quadraten:

> N N Messung
V=oey+ e, ——
=
€y mit Wahrsch. py = a? c
Uneu = § (6)
¢, mit Wahrsch. p; = 82

<y

Zustand nach der Messung:
#% Kollaps auf den beobachteten Basiszustand vy,

- Zusammenfassung:

» Quantisierung: diskrete Ergebnisse aus einem kontinuierlichen Zustandsraum
« Probabilistisch: zufillige Ergebnisse mit zustandsabhéngigen Wahrscheinlichkeiten

 Kollaps: Zustandsupdate auf den gemessenen Basiszustand

- Wahrscheinlichkeitsinterpretation macht Normierung notwendig:
ptm=1l & [iPfP=c2+p2=21 & |i=1 (7)
> & Ein-Qubit-Zustandsraum = Einheitskreis (Winkel 6):

sin(0)

v = cos(f) ey + sin() e; = (cos(Q)

) fir 0<60 <2r7. (8)
Erinnerung: sin’(#) + cos?(#) = 1 (automatisch normiert)

> Implikation fiir Quantencomputer:
“Quantenprogramme” viele Male wiederholen (% Shots) um Mittelwerte zu berechnen
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Achtung: Was gilt als Messung?

> Messung ~ Wechselwirkung, die Zustandsinformation in die Umgebung verteilt
> Kein bewusster Beobachter erforderlich
> “Zufillige Messungen” (z. B. Streuphotonen) — unerwiinschter Kollaps (% Dekohirenz)

- Technische Herausforderung: “Informationsleck” verhindern (Isolation)
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3 Notation der Quantenphysik
> Ubliche Notation = #% Dirac-Notation: Vektoren v werden als % Kets | W) geschrieben:
UV~ |¥) und €y~ |0) und é;+—|1). (9)
Grund: kompaktere Formeln; einfache Verallgemeinerung auf viele Qubits (- spdter)
> Ein-Qubit-Zustand in Dirac-Notation:
W) =« |0) + B 1) mit o?4+B2=1 (10)

« Amplituden: o, 8
 Basis-Kets: |0) , |1)

- Zustandsraum in Dirac-Notation:

Achtung: Quantenzustand vs. Wellenfunktion

> “Wellenfunktion” historisch: Zustand als Funktion des Ortes
- Qubit-Zustinde |0) , |1) sind keine Ortswellenfunktionen!

- Wir verwenden den Begriff Quantenzustand
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4 Viele Qubits

> Niitzlicher Quantencomputer braucht viele Qubits

- Fragen:

o Wie beschreibt man Zustinde vieler Qubits?

» Wie viele Qubits sind “genug”?

4.1 Quantenzustinde vieler Qubits

> Visualisierung unméglich: Das Ein-Qubit-Kreisbild kann nicht verallgemeinert werden!
(Rechnen mit linearer Algebra geht aber weiterhin!)

> Messergebnisse fiir N Qubits: Bitstrings x;x; ... xy mitx; € {0, 1}
— Ein Basis-Ket fiir jede klassische Konfiguration:
|X1X2 ... XN) (11)
— 2V Basiszustinde fiir N Qubits
> Beispiel N = 2 (22 = 4):
00) , [01), [10), |11) (12)
- Dimension des Zustandsraums: 2"V (man benétigt 2V orthogonale Basisvektoren)
(Beispiel: N = 2 — Zustandsraum = R* — nicht visualisierbar)

> Allgemeiner Zustand: Linearkombination aller Basiszustdnde:

W) =« |00) + B |01) + ¥ |10) + §]|11) (13)
Amplituden: «, 8, y, 6 € R (allgemein: 2N Amplituden)

- Messungen: Verallgemeinerung der Born-Regel:

|00) mit Wahrscheinlichkeit py = a?

) Messung W, = |01) mit Wahrscheinlichkeit p; = B2 (14)
|10) mit Wahrscheinlichkeit p, = y2
|11) mit Wahrscheinlichkeit p; = 62

« Wahrscheinlichkeiten: Quadrate der Amplituden
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« Normierung:
A LV iy L e (15)

— Weiterhin “Vektorlinge eins” in R@")

Achtung: Das Kreisbild verallgemeinert sich nicht auf viele Qubits!

» Vorsicht: N Qubits sind #nicht N unabhingige Punkte auf einem Kreis!

o Zihlen: 2V Amplituden > N Winkel

> Beispiel: Zustandsmessung mit neutralen Atomen:

 Atome mit Laser beleuchten (% Zustandsselektive Fluoreszenz):
|0) = Orbital A — bleibt dunkel, |1) = Orbital B — leuchtet

« Kamerabild — Bitstring-Ergebnis:

0011010011)

- Dunkles Kistchen = |0), helles Kidstchen = |1)
- Beispielmessung: [0011010011)

4.2 Klassische Simulation von Quantenzustinden
> Klassische Simulation von N Qubits — 2V Amplituden speichern
> Speicherabschitzung: 4 Byte pro reeller Amplitude:

M = 2" x 4byte Speicher fiir Quantenzustand von N Qubits (16)
« Beispiel: M = 16 GB RAM (Laptop) — N ~ 32 Qubits

 Beispiel: M = 1 TBRAM (Server) - N a 38 Qubits
o Beispiel: N = 100 Qubits (= Atome) - M = 2190 x 4 byte = 5 x 10'8 TB Speicher nétig

> N Z 50 Qubits: schwierig zu simulieren; N ~ 100 Qubits: unméglich zu simulieren

— Quantencomputer bauen, um solche Systeme zu untersuchen!
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5 Operationen auf Qubits

> Grundprinzip eines % Quantenalgorithmus (“Quantenprogramm”):

0...0) ?
Transformation Messung |0 .o 1) ?
|\pinitial> = |0 O) > |\pﬁna1) - . (17)
Initialisierung Der schwierige Teil! :
I1...1) 2
—_————
Resultate

o Initialisierung: typischerweise |0. . . 0)
o Transformation durch # Quantengatter: |V s.) — |Whna) (Details: Jetzt!)
» Messung: Ein Bitstring pro Shot

Probabilistische Messergebnisse — Oft wiederholen (Shots) — Wahrscheinlichkeiten schitzen

5.1 Quantengatter auf einzelnen Qubits
> #% Quantengatter U = Transformation eines Quantenzustands (keine Messung!)

> Definiere U durch seine Wirkung auf Basiszustdnde |0) , |1):

U
|0) —> Ugo - 10) 4+ Up: - |1)

. (18)
1) —> Uio-10) + Ui1 - [1)
— U ist durch vier reelle Zahlen U;; festgelegt
> Wirkung von U auf beliebige Superpositionen via % Linearitiit:
W) =a[0) + A1) —> & (Uoo 10) + Ut [1)) + B (Uso 0) + Uy |1))
= (2 Ugo + p Uro) |0) + (@ Uos + B Un1) |1)
o P (19)
= o [0) + ' |1)
= |¥')

— Nue Amplituden o’ = aUgg + BU1o und B’ = aUp; + BU1;

> Weitere Bedingung: # Orthogonalitit = U erhilt Normierung von | W) (ignorieren wir hier)
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— U ist Kombination aus Drehungen und Spiegelungen (- Beispiel unten)
- Wichtige Konsequenzen der Linearitit:

« No-Cloning-Theorem (Quantenzustinde konnen nicht kopiert werden)

+ No-Communication-Theorem (Keine Kommunikation schneller als Licht)
Beispiel: Das Hadamard-Gatter

> # Hadamard-Gatter H erzeugt Superpositionen aus Basiszustdnden:

0 H 1 1 1 (1
(1)='°> = _"OHE"”:E(I)

2
1 H 1 1 1 (-1
(0)=|1) — E.lm_ﬁ.ll)zﬁ(l)

— Vier Koeflizienten: U()O = U01 = U10 = \/LE und U11 = —

(20)

L
V2
- Geometrische Interpretation (ein Qubit!):

Spiegelung an y-Achse + Drehung um 45° (im Uhrzeigersinn):

' \

Reflection
at y-axis

Rotation

Rotation

Reflection
at y-axis

=y

> Erinnerung: Rotation & Spiegelung wirkt auf Zustandsraum (nicht auf physikalischen Raum!)

5.2 Kombination von Gattern auf einem Qubit

> Gatter konnen kombiniert werden durch Hintereinanderausfiihrung:
¥) — |¥) — |W")... (21)

> Ziel: Konstruktion komplizierter Gatter aus einfachen Gattern (LEGO-Prinzip)
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Beispiel: Kombination von zwei Hadamard-Gattern

> Ziel: Berechne Wirkung von zwei Hadamard-Gattern:

W) ) ) (22)
> Losungsweg 1: Geometrisches Argument (Beispiel: |¥) = |0))
y A
") = [0
Reflection », Rotation
at y-axis ‘\‘ :’ H
Rotation Reflection\\‘
aty-axis v
> >
X X
— Spiegelung + Drehung — Zweimal H “macht nichts”: |W) = |W”)
- Losungsweg 2: Lineare Algebra:
« Erste Anwendung von H:
H 1 1 1 1
U)=al|0)+p]|l) — a|l —|0) +—|1) )+ —10) — —
¥ =al0)+ 811 > a0+ S5 10) +8 (510 - —=n)
(23)
-+ :3 o — :3 /
= 0) + 1) =|W
7 0) 7 1) = |¥)

» Zweite Anwendung von H:
a—p (1

L H a+pB (1 1 !
Py — T(E |0)+E|1>)+7(E|0>_E|1>) 04

=al0) + A1) = |¥) = [¥7)

Ergebnis: |W") = | W) fir alle Anfangszustidnde | W) — Das Hadamard-Gatter ist % selbstinvers
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Achtung: Selbstinverse Gatter

« % Selbstinverse Gatter sind etwas Besonderes und nicht die Regel!

« Beispiel: Eine Drehung um 9 ist nur fiir ¢ € {0, 7} (mod 27) selbstinvers.

5.3 Gatter auf vielen Qubits
> #% Quantenalgorithmus = Sequenz von Gattern auf vielen Qubits
- Spezifikation von % N -Qubit Gattern:
Definiere Wirkung auf allen 2V Basiszustinden |x;x; ... xy)
Beispiel 1: Das Hadamard-Gatter auf zwei Qubits

- Hadamard-Gatter = Ein-Qubit-Gatter — N = 2 Qubits — Zwei Hadamard Gatter:
H; wirkt auf Qubit 1, H, auf Qubit 2

- Erinnerung: Zwei-Qubit-Basis: |00) , [01) , |10}, |11)

> Transformation fir H;:

00) — 5 [00) + = |10)
01) — J5101) + 5 [11) 9
10) —> —5100) — 7= [10)

[11) — 5 01) — 5= [11)

Beachte: H; transformiert nur Qubit 1 (Qubit 2 bleibt unverindert) — Ein-Qubit-Gatter

- Ubungsaufgabe: Wie sehen die Transformationsregeln fiir H aus?

Beispiel 2: Das Controlled-NOT-Gatter
> Beispiel fiir ein & Zwei-Qubit-Gatter (hingt von zwe; Qubits ab)

> % Controlled-NOT Gatter (CNOT):
Invertiert ein Qubit (& Target) genau dann, wenn ein anderes Qubit (& Control) in |1) ist

Notation: CNOT;_, ; (Control i, Target ;)
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- Transformation fir CNOT,_,,:

100) CNOT1—2 100)

CNOT/ >
|01) ———— |01)
CNOT) > (26)
|10) ——— |11)
111) CNOT1—2 10)
Beachte: Qubit 2 (Control) unverdndert; Qubit 1 (Target) invertiert nur, wenn Control |1)
- Ubungsaufgabe: Wie sehen die Regeln fiir CNOT,_, | aus?
5.4 Viele Gatter auf vielen Qubits: ein einfacher Quantenalgorithmus
> Zwei-Qubit Anfangszustand: |¥y) = |00)
> Ziel: Verkettung von zwei Gattern auf zwei Qubits: Erst H; dann CNOT_,,
o Schritt 1: H, anwenden:
H
[Wo) = [00) — J500) + =5 [10) = |¥y) (27)
o Schritt 2: CNOT,_,, anwenden: (Linearitit!)
CNOT
W) — 25100) + J5|11) = |¥) (28)
> Besonderer Endzustand |W,): # Bell-Zustand (auch + EPR-Paar genannt)
> Wieso besonders? Messe |¥,) (Born-Regel):
100) mit pp = 0.5
Messung |Ol) mit P11 = 0
W,) = J=100) + L [11) —— |¥3) = 29
[Wa) = 2100 + {11 99 =1 o it — 0 (29)
I11) mit p; = 0.5

 Beobachtbare Ergebnisse: nur |00) oder |11) (jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2)

« Zufillige Ergebnisse fiir jedes Qubit, aber perfekt # korreliert!

— #% Quanten-Verschrinkung zwischen Qubits 1 und 2

- Quanten-Verschrinkung = Klassisch unméglich starke Korrelation zwischen Qubit-Paaren

(Experimentell iiberpriifbar mittels % Bell-Tests)
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