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Aufgabe 5.1: Harmonisches Zentralpotential in 3D [Mündlich | 3 Pkt(e) ]

ID: ex_harmonic_oscillator_3D:km25

Übungsziel

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass sich das 1/r Potential analytisch lösten lässt. Wir wollen dies

nun für das harmonische Potential r2 wiederholen.

Betrachte ein Teilchen in drei Dimensionen in einem harmonischen Zentralpotential V = 1
2
mω2r2.

Wende die Methoden aus der Vorlesung zur allgemeinen Lösung des Zentralpotentials an.

a) Benutze Drehimpulserhaltung um das Problem auf eine Ebene abzubilden und führe Polarkoor- 1Pkt(e)

dinaten ein.

b) Leite die formale Lösung für r(t) und r(ϕ) her. 1Pkt(e)

c) Beide Integrale sind analytisch lösbar. Berechne die Integrale und bestimme r(t) und die Bahn- 1Pkt(e)

kurve r(ϕ) sowie ϕ(t).

Aufgabe 5.2: Laplace-Runge-Lenz-Vektor [ Schriftlich | 2 (+3 Bonus) Pkt(e) ]

ID: ex_laplace_runge_lenz_en:km25

Übungsziel

In dieser Aufgabe betrachten wir den Laplace-Runge-Lenz-Vektor, eine weitere Erhaltungsgröße des 1/r
Potentials zusätzlich zu Energie und Drehimpuls.

Wir betrachten zunächst ein Teilchen der Masse m im Gravitationspotential V = −k/r. Die
dazugehörige Bewegungsgleichung lautet

mr̈ = − k

r2
r̂ mit k = GMm. (1)

Dabei ist r̂ der Einheitsvektor welcher in Richtung r zeigt, also r̂ = r/r

a) Zeige, dass der Laplace-Runge-Lenz-VektorA, definiert durch 1Pkt(e)

A = mṙ ×L−mkr̂, (2)

eine Erhaltungsgröße ist. Was ist die geometrische Interpretation dieser Erhaltungsgröße?

b) Wie hängt der Betrag des Laplace-Runge-Lenz-Vektors mit der Exzentrizität ε der Keplerbahn 1Pkt(e)

zusammen?

Hinweis: Berechne dazu zunächstAr
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Aufgrund des Noether Theorems wissen wir, dass zu jeder Symmetrie eine Erhaltungsgröße gehört.

Genauso gehört zu jeder Erhaltungsgröße, so auch zum Laplace-Runge-Lenz-Vektor, eine Symme-

trie des Lagrangians L = T − V . Wir wollen dies im Folgenden zeigen. Betrachte zunächst die

infinitesimale Transformation

q′i = qi + δqi mit δqi = m

3∑
j=1

εj (2q̇iqj − qiq̇j − qq̇δij) , (3)

mit den Parametern εj . Die Zeit wird nicht transformiert, demnach transformieren die Geschwindig-

keiten nach

q̇′i = q̇i +
d

dt
δqi. (4)

∗c) Berechne, in erster Ordnung von εj , wie sich der Lagrangian unter dieser Transformation ändert. +2Pkt(e)

Das Ergebnis hat die Form

L (q′i, q̇
′
i) = L (qi, q̇i) + g(qi, q̇i, q̈i) +O(ε2i ). (5)

Betrachte dann die Funktion

fj = m

(
mq̇2qj −mqq̇q̇j + k

qj
q

)
. (6)

Bestimme d
dt
fj . Folgere daraus, dass sich der Lagrangian unter der infinitesimalen Transformation

nur um eine totale Ableitung ändert.

∗d) Nutze nun das NoetherTheorem um zu zeigen, dass der Laplace-Runge-Lenz-Vektor die zu dieser +1Pkt(e)

Symmetrie gehörende Erhaltungsgöße ist.

Aufgabe 5.3: Periheldrehung [Mündlich | 3 Pkt(e) ]

ID: ex_perihelion_precession:km25

Übungsziel

In dieser Aufgabe betrachten wir die Periheldrehung. Klassisch wird diese durch ein Störpotential her-

vorgerufen, in der Relativitätstheorie erhält man sie auf natürliche Weise durch zusätzliche Korrekturen

zum Newtonschen Grenzfall.

Im Gravitationspotential der Sonne V0 = −k/r bewegen sich die Planeten auf Ellipsenbahnen. Das

Perihel beschreibt den Sonnennächsten Punkt der Ellipsenbahn und ändert sich im ungestörten

Gravitationspotential nicht. Betrachtet man nun aber ein zusätzliches Störpotential V = V0 + δV (r)
so führt dies zu einer Periheldrehung.

Im ungestörten Gravitationspotential ändert sich der Winkel zwischen dem einen Perihel und dem

nächsten Perihel genau um 2π. Mit der Störung berechnet sich die Winkeländerung über

∆ϕ = −2
√

2µ
d

dl

∫ rmax

rmin

dr

√
E − V (r)− l2

2µr2
. (7)

Dabei ist µ die reduzierte Masse und l der Betrag des Drehimpulses.
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a) Überprüfe zunächst ob für δV = 0 tatsächlich ∆ϕ = 2π aus Gleichung (7) folgt. 1Pkt(e)

Hinweis: Führe die Ableitung durch und nutze dir aus dem Vorlesungsskript bekannte Substitutionen

b) Berechne die Periheldrehung δϕ = ∆ϕ− 2π in erster Ordnung von δV . Das Ergebnis ist 1Pkt(e)

δϕ = 2µ
d

dl

[
1

l

∫ π

0

dϕ r2(ϕ) δV (r(ϕ))

]
. (8)

Dabei ist r(ϕ) die ungestörte Lösung (also eine Ellipse).

c) Werte das Ergebnis für die Störpotentiale δV = γ/r3 und δV = β/r2 aus. 1Pkt(e)

Übungsblatt Version: 1.1 | km25 Seite 3 von 3


