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Aufgabe 5.1: Harmonisches Zentralpotential in 3D [Miindlich | 3 Pkt(e)]
Ubungsziel

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass sich das 1/r Potential analytisch losten lasst. Wir wollen dies
nun fiir das harmonische Potential 72 wiederholen.

Betrachte ein Teilchen in drei Dimensionen in einem harmonischen Zentralpotential V' = %mw2r2.
Wende die Methoden aus der Vorlesung zur allgemeinen Losung des Zentralpotentials an.

a) Benutze Drehimpulserhaltung um das Problem auf eine Ebene abzubilden und fithre Polarkoor- 17
dinaten ein.

b) Leite die formale Losung fiir 7(¢) und () her. 1P

c) Beide Integrale sind analytisch 16sbar. Berechne die Integrale und bestimme 7(¢) und die Bahn- 17%®©
kurve r(p) sowie p(t).

Aufgabe 5.2: Laplace-Runge-Lenz-Vektor [Schriftlich | 2 (+3 Bonus) Pkt(e)]

Ubungsziel

In dieser Aufgabe betrachten wir den Laplace-Runge-Lenz-Vektor, eine weitere Erhaltungsgrofie des 1/r
Potentials zusdtzlich zu Energie und Drehimpuls.

Wir betrachten zunichst ein Teilchen der Masse m im Gravitationspotential V' = —k/r. Die
dazugehorige Bewegungsgleichung lautet

mr = —%’f mit k= GMm. (1)
r

Dabei ist 7 der Einheitsvektor welcher in Richtung r zeigt, also 7 = r/r

a) Zeige, dass der Laplace-Runge-Lenz-Vektor A, definiert durch 1PK(e)
A =m7r x L —mkr, (2)

eine Erhaltungsgrofle ist. Was ist die geometrische Interpretation dieser Erhaltungsgrofie?

b) Wie héngt der Betrag des Laplace-Runge-Lenz-Vektors mit der Exzentrizitat € der Keplerbahn 174
zusammen?

Hinweis: Berechne dazu zunichst Ar
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Aufgrund des Noether Theorems wissen wir, dass zu jeder Symmetrie eine Erhaltungsgrofie gehort.
Genauso gehort zu jeder Erhaltungsgrofie, so auch zum Laplace-Runge-Lenz-Vektor, eine Symme-
trie des Lagrangians L = 7' — V. Wir wollen dies im Folgenden zeigen. Betrachte zunachst die
infinitesimale Transformation

3
q; = ¢i+0g; mit dg; =m Z ¢; (24i9; — @i4; — q49ij) , 3)
j=1

mit den Parametern ¢;. Die Zeit wird nicht transformiert, demnach transformieren die Geschwindig-
keiten nach

. . d
Q£ =q; + %5%\ (4)

*c) Berechne, in erster Ordnung von €;, wie sich der Lagrangian unter dieser Transformation dndert.
Das Ergebnis hat die Form

L(q,d) = L(g )+ 9(q, d,d) + O(€). (5)
Betrachte dann die Funktion

fi=m (m42Qj —mqqq; + k%) : (6)

Bestimme % f;. Folgere daraus, dass sich der Lagrangian unter der infinitesimalen Transformation
nur um eine totale Ableitung andert.

*d) Nutze nun das Noether Theorem um zu zeigen, dass der Laplace-Runge-Lenz-Vektor die zu dieser
Symmetrie gehorende Erhaltungsgofle ist.

Aufgabe 5.3: Periheldrehung [Miindlich | 3 Pkt(e)]

Ubungsziel

In dieser Aufgabe betrachten wir die Periheldrehung. Klassisch wird diese durch ein Stérpotential her-
vorgerufen, in der Relativitdtstheorie erhalt man sie auf natiirliche Weise durch zusétzliche Korrekturen
zum Newtonschen Grenzfall.

Im Gravitationspotential der Sonne 1, = —k/r bewegen sich die Planeten auf Ellipsenbahnen. Das
Perihel beschreibt den Sonnennéchsten Punkt der Ellipsenbahn und dndert sich im ungestorten
Gravitationspotential nicht. Betrachtet man nun aber ein zusétzliches Storpotential V' = Vi + dV (r)
so fithrt dies zu einer Periheldrehung.

Im ungestorten Gravitationspotential dndert sich der Winkel zwischen dem einen Perihel und dem
nichsten Perihel genau um 27. Mit der Stérung berechnet sich die Winkeldnderung tiber

d Tmazx lQ
Ay = —2\/2/15 dr\/E —V(r)— (7)

2ur?’

Tmin

Dabei ist ;4 die reduzierte Masse und [ der Betrag des Drehimpulses.
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a) Uberpriife zunéchst ob fiir 6V = 0 tatsiachlich Ay = 27 aus Gleichung (7) folgt. 1PK(e)
Hinweis: Fiihre die Ableitung durch und nutze dir aus dem Vorlesungsskript bekannte Substitutionen
b) Berechne die Periheldrehung d¢ = Ay — 27 in erster Ordnung von V. Das Ergebnis ist 1PK©
d i1 [ 9
0p =2uy 1 | dpri(p) 0V(r(p)| - (®)
0

Dabei ist r(¢) die ungestorte Losung (also eine Ellipse).
c) Werte das Ergebnis fiir die Stérpotentiale §V = ~/r3 und 6V = 3/r? aus. 1°K©
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