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Aufgabe 4.1: Noether Theorem [Schriftlich | 3 Pkt(e)]
Ubungsziel

In dieser Aufgabe wenden wir das Noether-Theorem auf einen Galilei-Boost an. Fiir dieses Beispiel
unterscheiden sich die transformierten Lagrange-Funktionen um eine totale Ableitung, welche einen
zusétlichen Term in der invarianten Grof3e ergibt.

a)

Die Lagrange-Funktion eines freien Teilchens ist L(r,7) = m#?/2. Fiihre einen Galilei-Boost
r’ = r + svt aus und bestimme die neue Lagrange-Funktion. Zeige, dass diese sich nur um eine
totale Ableitung dF'/dt von der ursrpiinglichen Lagrange Funktion unterscheidet.

Andert eine Transformation die Lagrange-Funktionen nur um eine totale Ableitung

o L d .
L(q',q',t) = L'(h',h',t) = L(h',h',t) + EF(h’,t),

mit i den transformierten Koordinaten, dann stimmen die Euler-Lagrange-Gleichungen von L

und L' iiberein. Der Galilei-Boost aus a) ist eine solche Symmetrie der Bewegungsgleichungen.

Das Noether-Theorem nun die Erhaltungsgrofie

i s OL(q',¢',t) ¢’ (h',t, s) OF (h t,s)
I(q>q,t)=lz< 55 o - .

J s=0

Bestimme diese fur das freie Teilchen aus a) und zeige, dass die Erhaltungsgrofie in einer
geradlinigen Bewegung resultiert. Folgt allgemein aus der Invarianz der Bewegungsgleichungen
unter Galilei-Boosts immer eine geradlinige Bewegung?

Beweise das Noether-Theorem fiir Transformationen die die Lagrange-Funktion um eine totale
Ableitung dndern.

Hinweise: Vergewissere dich, dass weiterhin
o dt |[“~ 9§ Os
1

gilt, wie in dem Beweis aus der Vorlesung. Bestimme dann d//dt.

ou
Os

S=

s=0
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Aufgabe 4.2: Erhaltungsgrofen [Miindlich | 3 Pkt(e)]

Ubungsziel

Energie, Impuls und Drehimpuls sind die wichtigsten und héaufigsten Erhaltungsgrofien die in physikali-
schen Systemen auftreten. In dieser Aufgabe liben Sie, wie Sie diese Erhaltungsgrofien aus der Form von
Potentialen ablesen kénnen.

Bestimme fir die folgenden Fille, ob Energie, Impuls oder Drehimpuls erhalten sind. Gebe zudem
an, fir welche Raumrichtung Impulserhaltung bzw. um welche Drehachsen Drehimpulserhaltung
gilt. Hierbei sind g, D, w > 0 gegebene Konstanten.

a) Ein Teilchen befindet sich in einem externen Kraftfeld, das durch das Potential ¢(r, t) beschrieben
wird.

D) ¢(r,t) =mgz
) ¢(r,t) = 5D cos(wt)r?
b) Zwei Teilchen 1 und 2 der selben Masse iiben aufeinander eine Kraft mit dem Wechselwirkungs-
potential ¢(7y, 79, t) aus. Es gibt kein externes Kraftfeld. Mit Impuls und Drehimpuls ist hier

jeweils der Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls gemeint: P = p; + ps, L = L, + L.
I) ¢(r1,72,t) = 1D exp(—wt)(r) — 1rs)?
) ¢(ry,72,t) = §D(ry + 13)?
M) ¢(ry,72,t) = 3D((x1 — 22)> 4 2(y1 — ¥2)?)
c) Suche fiir die gegebenen Potentialen nach weiteren Erhaltungsgrofien.

Hinweis: Erinnern Sie sich auch an die vorherige Aufgabe.

Aufgabe 4.3: Elektromagnetisches Feld [Miindlich | 4 Pkt(e)]

Ubungsziel

In dieser Aufgabe iiben wir den Lagrange-Formalismus fiir geladene Teilchen in elektromagnetischen
Feldern. Wir werden insbesondere sehen, dass in diesen Systemen der kinetische und der konjugierte
Impuls typischerweise nicht mehr tibereinstimmen und nur einer von beiden erhalten sein kann.

Ein Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ bewegt sich im elektrischen und magnetischen Feld E und
B unter der Lorentzkraft

F:qE+qB><B.
c

Die Felder sind durch das Vektorpotential A und dem skalaren Potential ¢ gegeben:

1
E:—ng—E%A, B=V x A.
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a) Betrachte ein Teilchen in einem homogonen Magnetfeld entlang der z-Achse B = Be,. Zeige, 1™©
dass B durch die Potentiale ¢ = 0, A = —yBe, gegeben ist. Zeige weiter, dass die Teilchen-

Trajektorie
cos(wet)
r(t) = [ —sin(w.t) |,
0

mit der Zyklotron-Frequenz w, = ¢B/mc, eine Losung der Bewegungsgleichungen ist.

b) Die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen in einem magnetischen und elektrischen Feld hat die  17®
Form,

L(r, v, t) = %7’“2 v L5 Al t) — qo(r,t)
c
Zeigen Sie durch sorgfiltige Rechnungen, dass die Euler-Lagrange-Gleichung zur Lorentz-Kraft

fuhrt.

c) Bestimme den kanonisch konjugierten Impuls. Wie unterscheidet sich dieser vom kinetischen 17
Impuls m»?

d) Fir ein geladenes Teilchen im homogenen Magnetfeld aus a) ist die Lagrange-Funktion Trans- 17®
lationsinvariant in z-Richtung, d.h. » — 7 + se, ist eine Symmetrie. Berechne mittels dem
Noether-Theorem die Erhaltungsgrofie und iiberpriife fiir die spezielle Trajektorie aus a), dass
diese Grof3e tatsachlich erhalten ist.
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